Planche n° 7. Nombres complexes : corrigé

Exercice n° 1

On a 141 =1+/2e'™/*. Les racines carrées de 1+ 1 dans C sont donc v/2e'™/8 et —v/2el7/8.
On a aussi, pour (x,y) € R?,

1
-1 XZZE(\/Z'F])

V2 & y2=%(\/§—1) & (xy)

X2 —y?

(x+iy)? =T+ie < x> +y?
xy >0

xy >0

2+1 2-1 )
Les racines carrées de 1 + i sont donc aussi £+ <\/\/_2+ + i\/\/—z ) Puisque Re(e'™/8) = cosg > 0, on obtient

V2eim/8 = \/\/z;_ ] + i\/\/zz_ ! , OU encore

ein/3 _ \/fj;“ \/ZZ\EZ%(\/HWZH\/z—fz)

et donc, par identification des parties réelles et imaginaires,

cos%z%x/Z—Fﬁet singzl 2— /2.

Exercice n° 2

1 V3 1 V3
2 = = —— 11— =1 :———.—:2
Dzo+z+1=0&2z= 2—1—12 jouz 7 b5 =]
1
2) A = 12 —2 = —1 = i%. L’équation a donc deux solutions non réelles et conjuguées, a savoir z; = E(_] +1i) et
1 .
Z; = E(_] —1).

3) Soit O € R. Pour tout complexe z, on a

22 —2zcos0+1=(z—cos0)?+1—cos’>0 = (z—cos0)? +sin® 0 = (z — cos0)? — (isin0)?
= (z—cos0 —1isin0)(z—cos® +isinB) = (z—e®)(z — e 19)
L’¢quation proposée a donc deux solutions (pas nécessairement distinctes) z; = e'® et z; = e~ 1°.
De plus, A’ = cos?20 — 1 = —sin’? 0 et ces solutions sont distinctes si et seulement si 0 ¢ nZ.

4) Soit (E) I’équation z? — (6 +1)z+ (11 + 131i) = 0. Son discriminant est A = (6 +1)? —4(11 + 131) = —9 — 40i. Comme
40 =2 x 20 =2 x (4 x5) et que 4> —52 = 16 — 25 = —9, on est en droit de deviner que A = (4 — 5i)2. L’équation (E) a
6+1i+4—5i 6+1i—4+5i
deux solutions distinctes dans C a savoir z7 = % =5—2ietz; = ¥ =1+ 3i.
5) Soit (E) I'équation 2z? — (7 + 31)z + (2 + 4i) = 0. Son discriminant est A = (7 + 3i)> — 8(2 + 41) = 24 + 10i. Comme
10=2x5=2x(5x1) et que 52 — 12 = 24, on est en droit de deviner que A = (5 + 1)%. L’équation proposée a deux
7+3i+5+1 743-5—-1 1

solutions distinctes dans C a savoir z1 = — = 3+ietzy; = — = 5(1 +1).

Exercice n° 3

5 5
, 23 et z* sont les cinq racines cinquiémes de 1 dans C. Par suite, 1+ z + z? + z3 4+ z* = 0. Mais alors

1) On a a = e27/5 4 e817/5 — @2Un/5 4 o=2Un/5 — ) cog 2_7T ot b = eH7/5 1 o6Un/5 _ oHin/5 | o—4in/5 _ ) og (4_7T)

1, z, 22

a+b=z+22+22+2z* =1

et

ab=(z4+2Y) 22 +23) =2 +24+20+ 2" =z 422+ 22+ 2 =1 (car 2 =1).
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145  —1-+5

a et b sont donc les solutions de I’équation X2 + X — 1 = 0 dont les racines sont 7 et > . Enfin, puisque
2 2 —1 5 4 —1—+5 2
g € }0, g {, on a a > 0. Par suite, cos (g) = %\/_ et cos (?ﬂ) = T\/_ D’autre part, sin (g) > 0 et donc,

sin<2g> — /1= cos? <2§> _\l1— <_]I‘f> l\/1o+2\f

cos () = L et () = jvior 2

5 4 4

4 _1—
De méme, en remplacant v/5 par —/5, cos ( 57-[) = ]T\/g et sin (4?“) = éllv 10 — 2+/5. Enfin, cos (g) = — oS (7‘[— g) =

—eos (F) = 12 ctsin (F) =i (n— F) =sin (F7) = 3 viO— 25

5 4 5

2) Le rayon du grand cercle vaut, d’aprés le théoréme de PYTHAGORE :

R=+v0Q0Z2+0M?2 =
—1+45 —1-+5

7 et xy =xo —R = >

~|a

2m
Donc x1 = xo + R = . Par suite, x1 +x; = x1 X xj = —1 puis x; = 2cos (?) et

4
xj = 2cos <g> Ceci montre que les médiatrices des segments [O, I] et [O, J] coupent le cercle de centre O et de rayon 1

en quatre des cinq sommets du pentagone.

|
I
|
I
I
I
L
|
|
I
I
I
|

3) Posons x = D’aprés le théoréme de THALES (je vous laisse vérifier les parallélismes),

F
AC’
AF HK FG AC—2AF 1-2x

“AC HC FC AC—AF 1—x'

— 5
Donc x> —3x + 1 =0 et puisque x < 1, x:3 2\/_.Puis
AG _AC—AF . —1+V5 FG_AC-2AF 1 , 2, 3+V5  -1++5
AC  AC 2 AF AT x  3—yv5 =~ 2 2
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Définition du nombre d’or.

A C B
AC tit
On veut que C partage le segment [A, B] de telle sorte que AC ~ AB (« Irlj(fyten = I;l:;;e;l ») c’est-a-dire, en posant
— 2 —1 5
a=AB et x=AC, r_ga-x ou encore (f) +§—1 =0 et donc, puisque x >0, X i
a X a a a a 2
—1 5
Le nombre d’or (ou proportion dorée) est le nombre %\/— =0,618...
1 5
On peut aussi prendre pour le nombre d’or le rapport 4 _ +2\/_ =1,618...

Exercice n° 4

= e?'* Donc,

1 7'[[ 1+1itanx cosa+isina

SOlt“E}z,z

"1—itano cosa—isina

1+1iz :ei(ZToc+2kn
1—1iz
&S Ik e{—1,0,1}/ i(wx+ 1)z =wx — 1.

= Jk e {_])O)]}/

1+iz\°>  1+itana
1—iz) 1—itana

Maintenant, pour k € {—1,0, 1},

2 2k 3
wk=—1@?“+T7Ten+2nz<:>ae—kn+§+3nz,
. T T
ce qui est exclu pour (XG}—Z,E[. Donc,

T+iz\®> 1+itana wy — 1
= Jk € {—1,0,1 = —

(1—12) 1—itanoc(:) €101z lwy +1)

CHSHER) Qg+ (S +EE)

a3kel(-1,01)/z="_
e'l.

in(&
Jk € {—1,0,1 =3 3°
< { W z i(Zcos(%
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Exercice n° 5

(A, B, C) équilatéral & C =17 z(B)ouC=71a z(B) & c—a= (—jz)(b —a)ouc—a=(—j)(b—a)
& (-1-j%a+i*b+c=00u(—1—jla+jb+c=0&ja+j’b+c=00uj’a+jb+c=0
& (jz)2 a+j’b+c=00uj’a+jb+c =0« jouj? sont solutions de I'équation az* + bz +c =0

(A, B, C) équilatéral & ja+j’b+c=00ouj’a+jb+c=0
& (ja+i*b+c)(j?a+jb+c) =08 a? +b* +c? + (j+j?)(ab + ac+be) =0
& a?+b24+c?=ab+ac+be

(A, B, C) équilatéral & a? +b% +¢c? —ab—ac—bc =0
& —a?+ab+ac—bec—b*+bc+ba—ac—c*+ca+cb—ab=0
S(c—a)la—b)+(a—b)(b—c)+(b—c)(c—a)=0
(c—a)la=b)+(a—b)(b—c)+(b——c)(c—aqa)
(b—c)(c—a)(a—D)
1 1 1

=0.
<:>b—c+c—a+a—b

& =0

Exercice n° 6

Le discriminant de 1’équation Z2 — (5 — 14)Z — 2(51 + 12) = 0 vaut

(5—141)2 + 8(51 + 12) = —75 — 1001 = 25(—3 — 4i) = (5(1 — 2i))2.

5—14i+5— 10i
L'équation Z2 — (5 — 14i)Z — 2(5i + 12) = 0 admet donc les deux solutions Z; = kel LSS F

2
5—141—-5410i
7 = v 3 + 0 = —2i. Ensuite,

z est solution de I'équation proposée & z2 est solution de Péquation Z2 — (5 — 141)Z — 2(51 + 12) = 0
S22 =5-12i=(3-2i)2 ouz? =-2i=(1-1)?
Sz=3—2iouz=—-34+2iouz=1—iouz=—1+1.
Exercice n° 7

Soient z un complexe non nul, M le point d’affixe z et A le point d’affixe 1.

1 1
zlz‘z‘<:>|zz|?(:>2|2=1<:>lz=1<:>OM=1»

et
1 1
Iz\:\2—1I®OM:AM®M€med[OA](z)xM:Z(:)Re(z)zz.
Donc,
1 1 1,.V3 . 2
zl—’z'—lz—ll(:)zl—letRe(z)—§®z—2117®2——)0u2——).
Exercice n° 8
141 1T+1 T+1
SoienthRetZ:_‘_—TX.Puisque1—ix;é0,zest bien défini et \zlz‘ +?X|:|+_?X|=
1—ix 1T —1ix] ‘1+1x‘
—T+ix+2 2
Enﬁn,z=+7w,(+=—1+—,7é—1.Onamontréque:
1 —ix 1 —ix
141
Wx € R, X e U (=1},
1 —ix
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Réciproquement, soit z € U\ {—1}. Il existe un réel 0 ¢ 7 + 2nZ tel que z = e®. Mais alors,

S — ol _ el0/2 _cos%—i—isin% _cos%(]—l—itan%)
e 9/2  cos§—ising cos§(1—itan$)
1+itan$ 0 0
= ﬁ (cosz # 0 car 5 2 E-I-TEZ),
2

0
et z est bien sous la forme voulue avec x = tan 5 € R.

Exercice n° 9

Soit 0 € R.

14+cos®+1sin0 =0& cosO@ =—1et sin0 =0& 0 € m+ 2nZ.
1+ cosO —1isin®
1—cosO +1sin0

Donc, existe pour 0 ¢ 7+ 27Z. Pour un tel 0,

1+cos®@—1isin® 2cos? § —2isinGcos§  cos§ y cos(0/2) —isin(0/2) cos§ e 10/2

T—cos®+1isin®  2sin? ¢ +2isinYcosd  sin§  sin(6/2) +1icos(0/2) N sin § ei(m-0)/2

= —icot =).
ico an(z)

0 0 1
- ler cas. cotanz >0& 5 IS U ]kn,— +k7t[(:)6 S U]Zkﬂ,ﬂ—i—ZkT[[.
kEzZ kez
14+ cos® —1isinb

1—cosO+1isin®

0 ; 0
Dans ce cas, la forme trigonométrique de est cotan <z> e /2 (module= cotan (E) et argument=

T

~ 2m)

1+0059—isin67 cota 9 om
T—cosO+isin0 "\2) 72|

0
- 2éme cas. cotan 5 <0&50¢€¢ U]7I+ 2k, 2(k + 1)7l.

kez
Dans ce cas,

e17'(/2

14+ cos® —1sinb 0 :
— —cot e 171/2:
1—cos@+1isind 0 an<2>e

cota, 0
"2

T+cos0—isin® ot (9) T
1—cosO+isin® cotan )

et donc,

272
1+cos0—isin®
1—cosO+isin®

0
- 3éme cas. cotan 5= 0 & 0 € m+ 2nZ. Dans ce cas, on a

Pour 0 € 21Z, on a

1+ ei® 619/2(6716/2 + ei9/2) 2COS% ) 0
— = — - - = — =1cotan <.
1 — ei® 619/2(6—19/2_619/2) —Z‘LSln% 2

14 el® 0
si6 e | J12km, m+ 2K, e {cotan— f}.

1—el® 2’2
kEZ
1 10 0
Si6 e U]7T+2k7't,2(k+ 1)m, ﬁieie = [—cotanz,—g}
Kez €
. ]+ei9
Sifemn+2nZ, T o0 =0.
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Exercice n° 10

9 X .
(1 4 i\/§) — (2e17/3)9 = 29¢3im — _512.

La forme algébrique d’un complexe est particuliérement bien adaptée a ’addition.
La forme trigonométrique d’un complexe est particuliérement bien adaptée a la multiplication.

Exercice n° 11

i = el™/2 et les racines quatriémes de i sont donc les et TF) k € {0,1,2,3}. Ensuite,
o 8\/2 — _ 8 _ _8efi7'[/4 _ 2e3i7r/4
T4+1 elr/4 '

%’LZkTﬂ), k € {—1,0, 1}, ou encore les trois nombres

Les racines cubiques de — sont donc les nombres 2el(

1+1
2e'T =/2(141), 267 17/12 et 2¢'/12,
Exercice n° 12

Soit z € C tel que |z| > 1.

Mt z4 42" < T+ 2+ 2P+ o+ 2™ <z + 2™ + .+ 2™ = nfz™ = nz™,
et en particulier, T+ z+ ... +z" " #nz™ Donc, si 1 +z+ ... +z" " —nz™ =0, alors |z| < 1.
Exercice n° 13
A- Solutions algébriques. Pour z € C\ {1}, posons z = x + iy ot (x,y) € R?.
1) Soit z € C\ {1}

11 +2z2

1 —2|2 =1e(+x)?+y? =(1-x+y* & =05x=0.

Zl=1&

L’ensemble cherché est la droite (Oy) (car le point d’affixe 1 n’appartient pas a (Oy)).
2) Soit z € C\ {1}.

10
1Zl=2 (T+x)?+y? =4((1—x)?+y?) & 3x? +3y> —10x+3=0 x> +y> — Fx+1=0
o (x-2 ’ Ly =8
3) 79T
) 5 4 . : .
L’ensemble cherché est le cercle de centre Q 3 0] et de rayon 3 (car le point d’affixe 1 n’appartient pas & ce cercle).

3) Soit z € C\ {1}.

T+z 142

ZeReZ=7& = —
1—z 1—-2

S1+2)1-2)=01—-2(14+2)z—z=z2—2z&8z=z2&z€e R

I’ensemble cherché est la droite (Ox) privé du point de coordonnées (1,0).

4) Soit z € C\ {1}.

T+z _ 1+z
1—z 1-2
Sl-zz=—l+zZz& =18z =1.

ZciReZ=-7& S1+21-2)=—1-2)(1+2)

I’ensemble cherché est le cercle de centre O et de rayon 1, privé du point de coordonnées (1,0).

B- Solutions géométriques (pour 1), 3) et 4)). Soient A et B les points d’affixes respectives —1 et 1, M le point
d’affixe z et & ’ensemble cherché.

1)
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Me& S z+1=lz—1 & AM =BM & M € med[AB] = (Oy).
3) Soit M # B.

Me& &S z=—1ouz#—1 etarg(}ii) =0 ()

S M=AouM A et (BM,AM) = 0 (n)
& M e (AB)\ {B}.

et on retrouve la droite (Ox) privée du point B(1,0).

4) Soit M # B.
1
Me& S z=—1louz#—1 etarg<] +z> = g ()
SM=AouM#A et (m,m):g ()
& M est sur le cercle de diameétre [AB] privé de B.

et on retrouve le cercle de centre O et de rayon 1 privé du point B(1,0).
Exercice n° 14
Soit f la transformation considérée.

1) f est la translation de vecteur @(3, —1).

2) w=2w+3 & w = —3. f est Phomothétie de rapport 2 et de centre Q(—3,0).

1 . 1
Hw=iw+TE&w= 2(1 +1). Comme i = e'™/2, f est la rotation d’angle g et de centre Q(Z’ ).
) w=T-Yw+2+1ie w=1-2i Comme 1 —i=+2e /4 f est la similitude de centre Q(1,—2), de rapport v/2 et

U
d’angle ——.
angle —-

N —

Exercice n° 15

1) Soit z € C. Soient M, A et B les points d’affixes respectives z, 1 et —1.

zsolutionde (E) = (z—1)"=z+ )" =|z—-1D"=lz+ DY = z—-1"=z+ 1"
= |z—1=l|z+ 1] (car |z — 1] et |z + 1| sont des réels positifs)
= AM = BM = M € med[AB] = M ¢ (Oy) = z € iR.

2) Soit z € C.

(z=D" = (=z+ )" ="+ )" = (z=D") ==(=1)"((z =" = (z+ D").

Par suite,
zsolutionde (B) & z—1)"—z4+ 1" =0& (—2z—1)" — (—z+ 1)" = 0 & —z solution de (E).

3) Soit z € C.

zsolution de (E) & (z— 1" =(z4+ )" & ke [o,n—1]/z+1 ="z 1)

eZikn/n _ eikn/n _ e—ikn/n
<:>3k€ [[],TI—]]]/Z: m <:>3k€ [[1,11—1]]/2: eikﬂ/n_’_efikrc/n

2isin K ) kmt
Sdkel,n-1]/z= W & Jk e ﬂ],n—]ﬂ/z:lcotan?.

k7t
Les solutions de ’équation (E) sont les nombres de la forme icotan o 1<k<n—1.
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Exercice n° 16

1) Soit z € C. shz et chz sont définis et donc, thz existe si et seulement si chz # 0. Or,

chz:O(:>62+e*Z:O(:)—eZZ:1(:)ez”i”:1(:)21+in6217rZ(:)zei(—§+7rZ).

th z existe si et seulement si z ¢ i (—7—; + ﬂZ) ou encore z ¢ i (; + 7TZ).
. (T
2) Soit z ¢ 1(3 +7IZ).

thz=0&shz=0&¢*=e 2o e =182z 817 & z € inZ.

T
Comme 1 (E + 7TZ) NinZ = &, thz = 0 si et seulement si z € inZ.

3) Soit z ¢ 1(% —|—7IZ). Posons z = x + iy ol (x,y) € R?.

[thz| <1 & [eF — e_"‘z < le* + e_z|2 SeF—e?)(fF—e?)<(ef+e*)(eF+e ?)
& e T e (27E) o7 E 4 o7 (27F) i 2(e2W 4 72y 5 0
& cos(2y) >0

Par suite,

Tt s

I = _

[mzl<3 ) bi<3 sh<Xozea
|thz| <1 cos(2y) > 0 4

4) Soit z € A. D’apreés 1), thz existe et d’aprés 3), [thz| < 1. Donc z € A = thz € U. Ainsi, th est une application de A
dans U.

Soit alors Ze€ U et z € A.

622—] 22 ]"_Z
ch—Z@W—Z@e —ﬁ.

1+Z7 1
Puisque Z # —1, :—Z # 0 et on peut poser -

yA .
- =re® ot r € R% et 0 €] —m, 7.

Puisque |Z| < 1,

1+2\ 1+z2 1+Z 2(1—zP)
e<1—z) -z 17—z n-zf ~
T
etdoncee}—z,z{.
En posant z = x + iy ou (x,y) € R2.
Zzzt—é(:)ez":reie(:)ez":retZy€9+27IZ
& 711 t e+ 7
x=shretyes+m
<:>3keZ/z:%lnr+%+k7t.

Pui 96}—7T 7'[{ 96}—7T 7'[[ .
uisque 307 , 0N a 5 7 puis

g+mNﬂ—%§[@k=a
Mais alors,
1
thz=2Z x =T
{ zeA d 0
v=3
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1

Eln

Ainsi, tout élément Z de U a un et un seul antécédent z dans A (& savoir z =

1+Z i 1+7 1+Z
1_z’+zATg (E)Ag(ﬁ)

désignant ’argument de qui est dans ] — 7, 7).

+
1-Z7

th réalise donc une bijection de A sur U.
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